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Diagrammes de Voronoï et de puissance
Diagramme de Voronoï

• 𝑝𝑖 ∈ ℝ𝑑
• 𝑑 𝑥, 𝑝𝑖 = 𝑥 − 𝑝𝑖
• Partition de l’espace
• Chaque sommet décrit une sphère vide 

tangente à 3 sites

Triangulation de Delaunay

• Dual du diagramme de Voronoï

• Chaque simplex est associé à une 
sphère tangente vide
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[Buchin2019] Buchin et al., Hardness results on voronoi, laguerre and apollonius diagrams (2019) CCCG

[Buchin2019]



Challenges de la construction d’un diagramme de Voronoï
Structure combinatoire & triangulation de Delaunay

• Nécessaire pour les applications liées aux maillages

• Algorithme séquentiel assez rapide, mais difficile à paralléliser 

• Requiert des prédicats exacts (Pas de triangles plats, …)
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Utilisation comme une partition de l’espace
La structure combinatoire n’est pas forcément nécessaire
• Simulation par éléments finis

• Relaxation de Lloyd / Kmeans

• Simulation particulaire (fluide, cosmique, …)
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Construction de la géométrie par cellule
Contexte

• Distribution spatiale homogène (White noise, blue noise, …)
→ Les k plus proches voisins sont ≈ équivalents aux voisins

• Calcul de la géométrie
→ On ne souhaite pas stocker la structure combinatoire
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Overview
1. Recherche des k plus proches voisins

• Grille accélératrice 3D
• Visite en cercle concentrique
• Tri par tas (in-place) permettant de facilement stocker la valeur maximale

2. Calcul des cellules
• Itération à travers le tableau de voisin
• Mise à jour de la structure de données
• Calcul d’un critère d’arrêt
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[Hoetzlein2014] Hoetzlein, Fast Fixed-Radius Nearest Neighbor Search on the GPU (2014) NVIDIA GTC



Construction par intersection de semi-espace
Bisecteur : Πij ≔ 𝑥 𝑑 𝑥, 𝑝𝑖 = 𝑑 𝑥, 𝑝𝑗 ≤ 𝑑 𝑥, 𝑝𝑘 ∀𝑘 ∈ 𝑃 ∖ 𝑖, 𝑗 }
Semi-espace : Πij+ ≔ 𝑥 |𝑑 𝑥, 𝑝𝑖 < 𝑑 𝑥, 𝑝𝑗 , Πij− ≔ 𝑥 |𝑑 𝑥, 𝑝𝑗 < 𝑑 𝑥, 𝑝𝑖
Une cellule comme l’intersection des semi-espaces𝑉𝑜𝑟 𝑝𝑖 ≔ 𝑥 𝑑 𝑥, 𝑝𝑖 < 𝑑 𝑥, 𝑝𝑗 , ∀𝑗 ∈ 𝑃 ∖ {𝑖}}⟺ 𝑥 ∈ ሩ𝑗 𝑥 𝑑 𝑥, 𝑝𝑖 < 𝑑 𝑥, 𝑝𝑗 }

⟺ 𝑥 ∈ ሩ𝑗 Π𝑖𝑗+ 𝑖, 𝑗
7



Rayon de sécurité
La contribution d’un voisin potentiel est bornée
• Les voisins sont obtenus par ordre croissant
• On peut trouver la sphère englobante de la cellule au temps 𝑡
• Un voisin ne peut pas contribuer s’il est 2x plus loin que son rayon

→ La cellule est totalement connue et donc valide
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Peu de mémoire disponible, légèreté visée 

• Équation des semi-espaces (Pj ≔ 𝒂𝑥1 + 𝒃𝑥2 + 𝒄𝑥3 + 𝒅 = 0): 4 flottants

• Structure combinatoire des sommets (𝑃𝑗 , 𝑃𝑘 , 𝑃𝑙): 3 indices

• Arêtes à la frontière d’une zone invalidée: 1 indice

Structure de données
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I. Identification des sommets invalides

II. Ajout du nouveau semi-espace

III. Calcul des bordures de la zone invalide 

IV. Pour chaque arête de la bordure: ajout d’un nouveau sommet

→ Stockage implicite des arêtes
→ Mise à jour simple et rapide

Mise à jour de la structure de données
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Analyse
Performances

• 10x plus rapide que les méthodes CPU

• Nécessite une recherche des meilleurs paramètres

• Très sensible à la distribution des entrées
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