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Problématiques du machine learning

Exemples de taches courantes en machine learning :

..

L

(a) PCA (b) Linear regression (c) Mixture modeling (d) Clustering

Quelques problemes :
@ Le nombre de points a considérer peut étre immense et en (tres) grande
dimension, alors que I'information a retrouver est trés petite en comparaison.
@ Situation de Data Flow : la plupart des algorithmes de ML ne sont pas
adaptés si on recoit des données en continu.
@ Privacy : peut-on garantir qu'il est impossible de trouver des informations sur
des échantillons du dataset 7
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Une idée pour résoudre ces probléemes

A quel point est-il possible de compresser des données ? Est-il possible d"apprendre
sur des données compressées ? Si oui, comment les compresser ?
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Une solution : le sketching
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Une solution : le sketching

Compressive Learning
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Opérateur de sketching

@ Opérateur de sketching
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Objectif et différence avec le ML classique

Dans un contexte de Machine Learning, on cherche un modéle qui reproduise le
plus possible les données :
min || A0 — X||?
0
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Opérateur de sketching

Objectif et différence avec le ML classique

Dans un contexte de Machine Learning, on cherche un modele qui reproduise le
plus possible les données :

rn‘gin||A€—XH2

Le Compressive learning cherche un modele px dont le sketch est le plus proche
possible de celui des données :

min||A(px) — AX)|
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Comment choisir A7

L'opérateur de Sketching A est choisi comme I'espérance d'une fonction
non-linéaire ® des données X ~ px
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Comment choisir A7?

L'opérateur de Sketching A est choisi comme I'espérance d'une fonction
non-linéaire ® des données X ~ px

Fim AX) = % PRLIED

En passant a la limite on peut définir le sketch du modele px :

z=A(px) := nth;O % Z(I)(xi)w':p'lE((I)(X))
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Linéarité par rapport aux densités

Bien que A ne soit pas linéaire par rapport aux données :
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Opérateur de sketching

Linéarité par rapport aux densités

Bien que A ne soit pas linéaire par rapport aux données :

n

2 A(X) = % S a()

i=1

Il I'est en les densités!
En effet pour une loi de mélange, si X ~ px = apx, + (1 — a)px,, on a :

A(px) = Exnpx [2(X)] = aBx, wpy, [P(X1)] + (1 = )Ex,wpy, [P(X2)]

La non-linéarité permet une forme de mémoire.

L. Attwood, S. Denis, B. Genest, R. Giard Compressive Learning



Opérateur de sketching

Pas trop de pertes d'informations

Dans un contexte linéaire, on a la Propriété d'lsométrie Restreinte :

Lemme de johnson-lindenstrauss

Pour une matrice aléatoire A, on a, avec grande proba :

1 1
mHAﬂ?— Az'||3 < |z - 2'||3 < IT(;HAiU — Az'|f3
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Pas trop de pertes d'informations

Dans un contexte linéaire, on a la Propriété d'lsométrie Restreinte :

Lemme de johnson-lindenstrauss

Pour une matrice aléatoire A, on a, avec grande proba :

1 1
m”Aw— Az'||3 < |z - 2'||3 < mHAﬂU — Az'|f3

Dans le contexte du compressive learning, on considere une LRIP sur des
opérateurs sur des distributions :

LRIP sur A

Sous certaines conditions, il existe une constante C telle que :

d(pe,pz) < Col|Alpe) — A(pg)l|2

ol d(px,p’y), est une distance entre les distributions qui dépend du probleme
considéré.
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Garanties

@ Quand la LRIP est vérifiée, on a un contrdle sur I'excés de risque lié a
I'apprentissage sur des données compressées.

@ Pour les opérateurs de sketching considérés, on peut choisir m tel que la
LRIP soit vérifiée avec grande probabilité.
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Compressive learning

© Compressive learning
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Compressive learning

Comment choisir ® 7

Ca dépend du probleme..

Exemple (Analyse en composantes principales)

Définir une base avec k vecteurs propres principaux de la matrice
d'auto-corrélation empirique

L1 1
R= - ;xzsz = Z;@(:L'z) = A(X)
avec B(X) = vec(XXT) = (121, 2221, . .., xqxq)T. l.e R est un sketch.
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Comment choisir ® 7

Pour du clustering, ils utilisent une transformée de Fourier aléatoire des données :

1 n
A(x) Zexp (—j2mw;tx; —Eg

i=1

avec ®(z) = exp(—j2rWz) et W = (w1, ..., w,,) € R™*? une matrice aléatoire.
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Compressive learning

Apprendre depuis un sketch

Le choix de la loss est extrémement naturel :

On souhaite trouver les parameétres du modele tels que le sketch du modele soit le
plus proche possible du sketch des données.

Loss associée au sketch

On cherche 6 qui minimise :

C(0) = [|A(X) — Alpo)|*
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Apprendre depuis un sketch : exemple du clustering

Déroulement d'une tache de clustering en Compressive Learning :
Handwritten digits Spectral embedding

Pre-

processing
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Compressive learning

Apprendre depuis un sketch : exemple du clustering

Loss sur X
On souhaite trouver les k centroides de
clusters {¢;}X_, qui minimise

n
Z mlin llzs — e
i=1

Loss associée au sketch
On souhaite trouver le k centroides de clusters {¢;}f_; qui minimise

Cla,2) =z - Zaﬂb a)l?

avec Z = A(X) et {a;}f_, des poids tel que Zf:l o =1.

Compressive Learning
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Plan

© Algorithmes
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Algorithmes

Apprentissage parcimonieux

Si on suppose que les données sont explicables par trés peu de paramétres, il

existe des algorithmes trés efficaces et robustes pour apprendre, par exemple le
probléme du LASSO :

min || 40 — X||3 + [16]]

C'est un probleme convexe ! Par exemple si on cherche a reproduire un signal X
a partir d'un dictionnaire A.
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Algorithmes

Apprentissage parcimonieux

Si on suppose que les données sont explicables par trés peu de paramétres, il

existe des algorithmes trés efficaces et robustes pour apprendre, par exemple le
probléme du LASSO :

min || 40 — X||3 + [16]]

C'est un probleme convexe ! Par exemple si on cherche a reproduire un signal X
a partir d'un dictionnaire A.

Une méthode de résolution de ce probleme est I'algorithme Orthogonal Matching
Pursuit (OMP) pour une solution 8 k-sparse.
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Algorithmes

Rappels sur Orthogonal Matching Pursuit

W

Coefficient
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Reconstruction d'un signal avec OMP
(source de I'image : Wikipédia)

Compressive Learning
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Rappels sur Orthogonal Matching Pursuit
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Rappels sur Orthogonal Matching Pursuit
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Algorithmes

Rappels sur Orthogonal Matching Pursuit
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Algorithmes

Rappels sur Orthogonal Matching Pursuit

Coefficient
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Orthogonal Matching Pursuit

On a b = Az, on veut retrouver .

Algorithm 1: OMP(A, b)
Input: A,.b
Result: x;
Initialization ry = b, Ay = &,
Normalize all columns of A to unit L norm;
Remove duplicated columns in A ;
for k=1,2,... do
Step-1. )\ = argmax |<a]-, Ti—1)
JEA—1
Step-2. A, = Ap_1 U {)\k},
Step-3. xi(z € Ay) = argmin [|Ay, x — bll2, xx(i ¢ Ap) =0;

Step—4. Bk = AX]C;
Step-5. rj, + b — by
end
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OMP dans un contexte continu

Adaptation possible car le sketch est linéaire pour notre modeéle :

1Az = y|* ~ A aide,) — 2

"OMP continu”

@ Le signal qu'on souhaite reconstruire
est le sketch des données : Z

o Modele statistique <=
" Dictionnaire continu” :

{A(.),c € 2}
@ La loss n'est plus convexe ! Donc
approche gloutonne moins efficace.
v
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OMP version Compressive Learning (CLOMP)

Algorithm 1: CLOMPR for K -means (CKM)

Data: Sketch 2, frequencies (2, parameter K , bounds [, u
Result: Centroids C', weights e
20«0
fort «+ 1to 2K do
Step 1: Find a new centroid
| ¢+ maximize, (R.e <%,-ﬁ> L u.)
end
Step 2: Expand support
| C+ CuU{e}
end
Step 4: Project to find o

. N Is]
| @ ¢ arg ming g Hz - L=|1 o Ade,

end

Step 5: Global gradient descent
Cox

minimizegs o (

. 1|
‘z = 2k O A,

L u)

end

Update residual: # « 2 — Li'l o Adg,
end
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OMP version Compressive Learning (CLOMP)

Algorithm 1: CLOMPR for K-means (CKM)

Data: Sketch z, frequencies (2, parameter K , bounds I,
Result: Centroids (', weights a

P20+ 0;

fort « 1to2K do

Step 1: Find a new centroid

¢4 maximizec (Re < \A6cH ,:-> L u)

end
Step 2: Expand support
| c«cu{ct
end
Step 3: Enforce sparsity by Hard Thresholding if ¢ > K

CLOMPR : Compressive if || > K then

Learning OMP with 3 argmingz=o | £ — ﬁkﬂj—‘;L”H
Replacement Select K largest entries ﬁ,,
Reduce the support C' < {c”, . cm }
end
end

Step 4: Project to find o
@ ¢ argming > Hi - ZL(;II apAbe,

end
%tep 5 Global gradient descent
Lo
minimizec,a ( lz - ZLZ‘I ardde, |, L, u)
end

Update residual: # + 2 — 3,7 0. A8,
end
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Cofit calculatoire et résultats expérimentaux

© Coiit calculatoire et résultats expérimentaux
o Complexité algorithmique
@ Tests sur MNIST, probleme des K-means
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Quel gain par rapport a K-means?

Une fois le sketch calculé :

Performances
@ On observe que la performance de CLOMP ne dépend pas de la taille du jeu
de données !

@ Quand la taille du sketch devient suffisamment grande on retrouve les
performances de K-means.

Les auteurs montrent ces complexités, avec k le nombre de clusters, n et d
respectivement le nombre et la dimension des données :
Complexités en temps

K-means : O(iknd) (i itérations)
CLOMP : O(k3d?) en ayant pris m = O(kd) (optimum empirique)
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Colit calculatoire et résultats expérimentaux  Complexité algorithmique

Et le colit du sketching?

Les performances des algorithmes qui travaillent sur le sketch, une fois celui-ci
calculé, sont trés compétitives mais le calcul du sketch peut étre prohibitif !

En effet, la complexité du calcul naif de z est en (’)(nkd2), ce qui en théorie rend
I'algorithme global moins performant que K-means, mais :
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N :
Et le colit du sketching?

Les performances des algorithmes qui travaillent sur le sketch, une fois celui-ci
calculé, sont trés compétitives mais le calcul du sketch peut étre prohibitif !

En effet, la complexité du calcul naif de z est en O(nde), ce qui en théorie rend
I'algorithme global moins performant que K-means, mais :
Avantages calculatoires

@ Le sketching peut-étre trivialement massivement parallélisé.

@ La mise a jour du sketch suite a I'ajout d'une nouvelle donnée et la
ré-exécution de CLOMP est tres rapide (Data-Flow).

@ On peut remplacer le tirage de W et la multiplication matrice-vecteurs en
utilisant des matrices aléatoires structurées pour accélérer les calculs!
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Colit calculatoire et résultats expérimentaux  Complexité algorithmique

Fast Sketching

Rappel : ®(z) = exp(—j2nWz), ot W = (w;)1<j<m € R™*? ot on choisit
classiquement w; ~ |N(0, &) x U(S*1).

On remplace le tirage d'une grande matrice aléatoire, dense, par une matrice
aléatoire structurée qui est un produit de matrices simples :

replace by
W' = || ———=| BJ B B/
'._. - " .
where B; |iid . . ., - o
. "
"n, . " " |
diagonal matrix diagonal with Hadamard
with y entries +1 entries (deterministic)

Matrice de Hadamard de taille 27 : H, = L (qu Ay > Hy = (1).
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Fast Sketching

Cette construction permet une complexité avantageuse. Avec m la taille du
sketch, d la dimension des données :

@ génération d'une matrice diagonale, et calcul du produit en O(d) ;

@ produit avec une matrice de Hadamard de complexité en dlog(d).
Réduit la complexité du calcul du sketch a O(nmlog(d)) au lieu de O(nmd).

—— Sketching Time
8 4 —— Fast Sketching Time

T T T T T T
0 1000 2000 3000 4000 5000

Temps du sketching en fonction de la dimension d, taille de sketch m =15 x d
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Colit calculatoire et résultats expérimentaux  Complexité algorithmique

Fast Sketching

2 BN W classique

1754 W fast

1.50 A

- H4:|'
4

1.25 A

Matrices de Hadamard 100 1

B2 B4

Matrices aléatoires structurées

0.75 7

0.50 4

0.25 7

0.00

Histogramme de W, pour le sketch ordinaire
et la version " fast”
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Colit calculatoire et résultats expérimentaux  Tests sur MNIST, probleme des K-means

Jeu de données et probleme

MNIST — Suppression de 3 classes + UMAP : projection non linéaire en
dimension 20.

10 1

L . “A Classes

4l ) e 0

Nombre de M e 1

données : * 2

42 500 2 ¢

e 6

7

But : retrouver ol 8
7 centroides o 2 2 6 8 10
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Colit calculatoire et résultats expérimentaux  Tests sur MNIST, probleme des K-means

Clustering avec K-means

n .

On mesure la reconstruction des centroides avec le SSE:= """ | min; ||z; — ¢|*.

* Kmeans centroids
10

y Classes
44 ® 0
e 1
® 2
24 e 4
® 6
7
8
0
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Colit calculatoire et résultats expérimentaux  Tests sur MNIST, probleme des K-means

Clustering avec le sketch et CLOMPR

Sketch de taille m = 10 x K x d. Rappel : ®(x) = exp(—j27Wz).
W = (wj)lgjgm € R™*d_ | wj ~ |N(O, 0—12)| X U(Sd_l).
o? est estimé sur le jeu de données.

@ Sketch centroids

101 * Kmeans centroids

6 . /
o . r Classes

~
L
*seo 00
[ - S

0 2 4 6 8 10
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Colit calculatoire et résultats expérimentaux  Tests sur MNIST, probleme des K-means

Clustering avec le "fast sketch”

"Fast sketch” de taille m = 10 x K x d, en utilisant 3 blocs de matrices pour B;
(Bj = RBj1B;2Bj3).

. Fast Sketch centroids, 3 blocks
10 + Kmeans centroids

6] : >
- . y Classes

a1 it ; e 0
P ® 1
* 2
21 ® 4
® 5
7
8
oA
0 2 4 6 8 10
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Colit calculatoire et résultats expérimentaux  Tests sur MNIST, probleme des K-means

Performances selon la taille du sketch

10.0 4
—+— SSE Sketch / SSE Kmeans
7.5 A —+— SSE Fast Sketch / SSE Kmeans
5.0
2.5
*——-_______
T T T — T T T T
800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
12.59 —— sketching time
10.0 4
7.5 1
5.0 1
T T T T T T T
800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
13 | —— Compressive Learning time
12
11 1

T T T T T T T
800 1000 1200 1400 1600 1800 2000

Performance du compressive learning selon la taille du sketch (moyenne sur 5 essais)
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Colit calculatoire et résultats expérimentaux  Tests sur MNIST, probleme des K-means

Performances selon le nombre de blocs (" fast sketch™)

—+— SS5E Fast Sketch / SSE Kmeans
2.0 4

1.5

=

1.0 1

2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5 5.0

Performance du compressive learning selon le nombre de blocs L pour le fast sketch
(moyenne sur 5 essais)
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Conclusion

Principe : faire un résumé des données, et apprendre dessus.

Intérét : réduire les colits computationnels et de mémoire, gérer les situations de
data flow, garantir la privacy.

Exces de risque : garanties données par la LRIP, pour un choix de risque,
d’'opérateur de sketching et d'un espace de distributions.

Inconvénients : choix d'hyperparametres.
Limites : pour |'instant adapté a peu de taches de machine learning.

Perspectives : garanties théoriques pour le fast sketching.
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