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Kolmogorov—Arnold representation theorem

Pour une fonction continue f, de [0, 1]*n dans R, il existe (2n + 1)(n + 1)
fonctions de R dans R telles que :

2n—+1

f(x) = f(z1, o 20) = Z ®, (Z qu,p(xp)) ;



Kolmogorov—Arnold representation theorem

Un premier exemple :

f(z,y) = exp (sin (10zy))




Kolmogorov—Arnold representation theorem

Un premier exemple :
f(z,y) = exp (sin (10zy))
On remarque que :

10xy = exp(10log(x) + log(y))




Kolmogorov—Arnold representation theorem

Un premier exemple :
f(z,y) = exp (sin (10zy))
On remarque que :

10xy = exp(10log(x) + log(y))

Donc on prend:

®¢(x) = exp(sin(10exp(z)))
Q1 (1,03 (2) = log(z)




Kolmogorov—Arnold representation theorem

® Enunsens:laseule opération multivarié qui existe est la somme.

e En pratique:

@)

Il existe plusieurs versions du théoreme, affaiblissant la formule, ou
durcissant certaines conditions.

Il semblerait qu’il existe une preuve constructive, mais j’ai pas eu le
temps de lire le papier en question (et potentiellement ¢ca ne reste
pas exploitable).

Rien ne garantit que les Phi soient continues en pratique !



KA-Networks

Les idées principales :

e Affaiblir le théoreme en autorisant plus de compositions pour éviter
les fonctions discontinues
e Paramétriser les fonctions Phi pour gu’elles puissent étre apprises
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Note: il s’agit de la version un peu trop grosse mais plus facile a décoder dans une présentation de 10m



Parameétrisation des fonctions Phi :

Residual activation functions. We include a basis function b(z) (similar to residual connec-
tions) such that the activation function ¢(x) is the sum of the basis function b(x) and the spline
function:

d(x) = w (b(z) + spline(z)) . (2.10)
We set

b(x) =silu(z) =z/(1 4+ e 7) @:11)
in most cases. spline(xz) is parametrized as a linear combination of B-splines such that

spline(x) = 20131(77) 2:12)
i
where ¢;s are trainable. In principle w is redundant since it can be absorbed into b(z) and
spline(x). However, we still include this w factor to better control the overall magnitude of the
activation function.



Parameétrisation des fonctions Phi :

Theorem 2.1 (Approximation theory, KAT). Let x = (1,9, - ,x,). Suppose that a function

f(x) admits a representation
f=(Pr_10®r 90 0P 0Pg)x, (2.14)

as in Eq. (2.7), where each one of the ®,; ; are (k + 1)-times continuously differentiable. Then

there exists a constant C' depending on f and its representation, such that we have the following

G

approximation bound in terms of the grid size G: there exist k-th order B-spline functions ®’; ;

such that for any 0 < m < k, we have the bound
If = (B5_1 0 ®F 5008 0 ®F)x||om < CGTFH™, (2.15)
Here we adopt the notation of C""-norm measuring the magnitude of derivatives up to order m:

lgllcm = max sup |DPg(z)].

Note: G = nombre d’intervalles pour les splines



Petit(s) commentaire(s) :

e Le théoreme justifie que, si f est une composition de fonctions, alors la
forme imposée sur les Phi est suffisante

e lIs disent que la formule est indépendante de la dimension car “on ne fait
qgue des fonctions 1d de toutes facon”.
o Pour une famille de fonction de dimension croissante, on pourrait
potentiellement arriver a faire tendre L vers l'infini, tout comme C.
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Bref retour sur les KAN :

Model

Multi-Layer Perceptron (MLP)

Kolmogorov-Arnold Network (KAN)

Theorem

Universal Approximation Theorem

Kolmogorov-Arnold Representation Theorem

Formula
(Shallow)

N(e)
)~ Y ao(w;-x+b)

i=1

2n+1 n

JaRl= Z @, Z Dyg.p (%)
g=1

p=1

Model
(Shallow)

(@) fixed activation functions
on nodes

,Z_ZJ,ZJ/

—~— learnable weights

on edges

(b) /‘l\ learnable activation functions
N U M N BN— on edges

R
NUANMNVANNMW L

sum operation on nodes

Formula
(Deep)

MLP(x) = (W 0 6,0 W, 0 6, 0 W,)(X)

KAN(X) = (@3 0 @, o D,)(xX)

Model
(Deep)

L/ M ‘/‘ (253 —T— nonlinear,

fixed

linear,
learnable

nonlinear,
learnable
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Resultats

test RMSE

(toy datasets):
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Figure 3.1: Compare KANs to MLPs on five toy examples. KANs can almost saturate the fastest scaling law
predicted by our theory (o = 4), while MLPs scales slowly and plateau quickly.

Plus précis que les MLP
Atteints (parfois), la limite théorique des splines
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Resultats (toy datasets):
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Resultats (toy datasets):
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Resultats (toy datasets):

We consider a Poisson equation with zero Dirichlet boundary data. For 2 = [—1, 1]?, consider the

PDE
Uez TUgy=Ff 10},

3.2
w=10 ondf. 52

We consider the data f = —7%(1 + 4y?) sin(7z) sin(wy?) + 27 sin(7wz) cos(my?) for which u =
sin(7x) sin(7y?) is the true solution. We use the framework of physics-informed neural networks

(PINNSs) [22] 23] to solve this PDE, with the loss function given by

n; np

1 1
loss,ge = aloss; + loss, := a— Wl Zs) + Uil Zi) — T (2 o — u? ;
o D e () v 32) — FOP + 203
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L2 error squared
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Resultats (pas toy datasets):

o ???

® Personnellement : je n’ai rien compris a leurs exemples de physique
guantique et de théorie des noeuds.

e On vadire que ¢ca marche hein :)
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Symbolic regression :

5 2 Step 1: train Step 2:
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Figure 2.4: An example of how to do symbolic regression with KAN.
18



Symbolic regression :

exp(sin(zx) + yz) Step 1: train Step 2:

. with sparsification ‘\ prune ?
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Step 6: precision ‘
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Figure 2.4: An example of how to do symbolic regression with KAN.
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Leur image de fin :

Should | use KANs or MLPs?

Accuracy Interpretability Efficiency

Continual

Compositional Complicated :
learning

structure function

Want small Want fast
models training

dimension

Qualitative

Either Either
Is fine is hard

Either Either
is fine is fine

Either
is fine

Either
is fine

Figure 6.1: Should I use KANs or MLPs?
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Ce sont juste des MLP ?

® Beaucoup de gens disent : “De toute facon, ce ne sont que des MLP
déguisés”

@)
@)
@)

Toutes les fonctions le sont (Approx universelle)

Les CNN aussi, c’est pas pour ¢a gu’on ne fait que des MLP...
Oui, c'est “facile” de convertir. Mais la conversion brute est plus
lourde (et pas faisable dans le cas symbolique)...

On peut aussi convertir des MLP en arbre de décision...
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