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Motivation

- Est-ce qu'on peut multiplier des vecteurs entre eux ?
- Produit scalaire ? => scalaire
- Produit vectoriel ? => uniquement en dimension 3

- Etles complexes ? et autres quaternions, octonions ...
- lls représentent des points de dimension 2 (resp. 4, 8)
- lIs sont isomorphes a [R??

- Et pourtant on peut les multiplier entre eux ...




Lhistoire des algebres vectorielles

1798 - Wessel 1844 - Grassmann 1928 - Pauli
Nombres complexes  Algébre extérieure Matrices de Pauli
* Il B B %
1637 - Descartes 1843 - Hamilton 1878 - Clifford

Coordonnées cartésiennes Quaternions  Algebre de Clifford




Quaternions

g=a-+bi+cj+dk, a,bc,deR

- Représenter des points 3D en ajoutant la
multiplication et la division ] j k-1 1
- Frobenius montre en 1877 que c'est impossible ) )
. . k k| j |1 -1
en 3 dimensions
Table de multiplication des

quaternions [7]

- Non commutatif & 4eme dimension
- Application principale : rotations



Algebre extérieure

- Scalaire :0D
- Vecteur :1D
- Bivecteur : 2D
- Trivecteur: 3D

- k-vecteur :kD

- Sens, direction et norme

Construction de k-vecteurs a partir de vecteurs [2]




[3]


https://docs.google.com/file/d/1ZUPGn4Wvgogx40pPuChW2b-DxZWQe0Ef/preview

Algebre extérieure

Produit extérieur: u A v

Anticommutatif

u/Nu=0 |
lu Awl] = [lull||v][sin(6)
N'a pas de forme

Construction de k-vecteurs a partir de vecteurs [2]




Algebre Geometrique ou Algebre de Clifford reelle

Produit géométrique:
U = UV +uUNvU

u et v étant des k-vecteurs

William Kingdon Clifford David Hestenes



Produit Géomeétrique

Quelque propriétés: UV = U.V + U AV

2 2
- u” = luf
08 08
06
1 u
- 2 04 i
||UH 02 v
uv + vu
- u.v = 02 o0 02 04 056 08 1 12
2
-0.2
uv — ou
- uNv= 5 -0
Inverse d’'un vecteur (algebre géométrique) Inverse d'un nombre complexe



Produit Geometrique

Vecteurs de la base canonique: UV = w.V +u AV

e; = [lei|*=1

- ey =eiNej = —e; Neg = —ejeq, (i F )

- Vecteurs quelconques (en dimension 3) :
- UV = (:Ulel + y1€e2 + 2163)(56261 -+ Y2€2 + 2263)

- UV = XT1T2€1€1 + T1Y2€1€2 + T122€1€3 + Y1X2€2€1 + Y1Y2€2€2
Y122€2€3 + 21T2€3€1 + 21T2€3€2 + Z122€3€3

- uv = X1y + Y1yo + 2122 + (T1y2 — y1x2)e1es + (Y120 — 21y )eses + (r120 — z170)€e1€3



Description de l'espace

- Espace 2D:

- 1 scalaire: a

- 2vecteurs: €1,€9

- 1 bivecteurs e1€9 (pseudo-scalaire)

- Multivecteur:

- M=a+v+ B
- Noté g(2)ou plus précisément G(2,0,0)

»>€1




Etude de G(2) - Lien avec les nombres complexes

- M = a+ bey + ces + deqes

12

- eie? = g;ej€;e; = —eeje e = —eie; = —1 1
08

ue,e, 06

- uejes = (aey + beg)eres = aey — bejeses
—b€1 + aes
be; — aes

- €162U

08 06 -04 02 0

- (a4 beres)(c+ dejey) = (ac — bd) + (ad + be)eqes

TR T SR
ol .




Etude de G(2) - Lien avec les nombres complexes
- Onpose:ee; =1

- wo = ul[|vflcos(8) + |lull||v]sin(6)1
- v = |Jull[|v]|(cos(8) + sin(6)]) = ||ull]|v]|e"

- De maniere générale :
- 2(¢)e!? = (cos(@)ey + sin(@)es)(cost + sin(0)I) = x(¢p + 0)
- eu(¢) = x(¢ — 0)

- Le produit géomeétrique de 2 vecteurs représente une rotation



Etude de G(2) - Réflexion

- Prenons un autre chemin, généralisable aux dimensions supérieures ...

- U =utuL
- U=y —uy

/
- VU = VU — VU

/
- VU = UV A+ ULV

- ou = () +uy)v

- ou = ww

1 1

vu' = v uw

- o =v ww

- v




Etude de G(2) - Rotation

u = fU_luv

u = w i w
v = (w v u(vw)

v = (vw) tu(vw)

Or: vw = v [Jw]|e”

1

u “Du(llollllwlle™)

!/
( e
| v]|[|w]

) u// _ e—elueel



https://docs.google.com/file/d/1y5MXWfzRJIG0Vodq4xvVbBRFOl8fh-Da/preview

Description de l'espace

- Espace3D:

- 1 scalaire:

- 3 vecteurs:

- 3 bivecteurs:
- 1 trivecteur :

a

€1,€2,€3

€1€2, €E2€3, €3€1 (pseudo-vecteur)
€1€2€3 (pseudo-scalaire)

- Multivecteur:
- M=a4+v+B4+T
- Noté G(3)ou plus précisément G(3,0,0)




Etude de G(3)

- e1egeg3 =e1 Neg Neg = —eg ANep ANeg =ey Aeg N\ ep
= —e3 N\ ey N\ e = —ezeqeq
- 61626% — €1€9€3€1€2€3 — —€1€9€3€3€E2€1 — —1

Produit avec un vecteur :
(aer)(erege3) = aeges
(aey + bes + cez)(erese3) = aeges + bezep + ceqes

Relation vecteur/bivecteur orthogonal :
veieaes = B
- —v = Bejeses

€1



Etude de G(3) - Relation avec le produit vectoriel

Dual

- Dualité: h

Scalaire Vecteur Bivecteur Trivecteur

‘ Dual '

- Produit vectoriel / Produit vectoriel ;
- uNv = (T1ys — 1x2)eres + (Y122 — z1y2)ee3 + (T129 — 2129)e1€3
T UXUV= (xlyZ — 91$2)€3 + (9122 — 2192)61 — ($122 — Z1$2)€2



Etude de G(3) - Relation avec le produit vectoriel

Produit vectoriel / Produit vectoriel :
- uAv = (21Yy2 — Y1T2)e1€2 + (Y122 — 21Y2)e2e3 + (T122 — 2122) €163
- UXUV= (55192 — 91$2)€3 =+ (ylzz — 2192)61 - ($122 — Z1$2)€2

- (uAwv)ejeses = —u X v

Le produit vectoriel est le dual du produit extérieur (en 3D)



Specificites du produit vectoriel

- Vecteur axial / polaire :
- Le sens de certains vecteurs depend de l'orientation de 'espace
- Typiquement issus du produit vectoriel

B

—

- Exemples: I
- Champ magnétique
- Moment d'une force (rotation) »//\\I\ ‘/I/\\"

Courant | et son champ magnétique B induit. une symétrie
inverse le sens de B [4]

e

I
I
1
I
I
I

- Rotation autour d'un axe qu’en 3D




Etude de G(3) - Rotation

v = wouvw
/
- uw = wu(y + ug)vw

/
- U= WOU VW F WU L VW

u' = wouvw + u wovw

u’:u1|+uL

- Rotor:

- R=wv, |w| =] =1

- ' = RuR', HRJr =vw |
- R =vllllwleos(3) + ollllwlsin(5) B ¢
- RT p— G%B

- u/ — e_gBuegB



Etude de G(3) - Relation avec les quaternions

- Observation:
- 61622 — 62832 = 61632 = —
- €1€E9€9€3€1€3 — —

1

- M =a+ bejey + ceses + dejes <> q = a+ bi + ¢y + dk

- GT3) =M
0 0 0
- ul — e_ﬁBueiB ul — e2

Ix-> 1|1 |J Kk
1 ' 1/ij |k
i [1 -1k |-j
i o J ki -1)i
k k| j | -1 -1

Table de multiplication des

quaternions [7]




Matrices de Pauli

- Appliquons l'algebre géométrique sur quelques exemples en physique

(10 (01 (0 —i (1 0
o 1) T \10) 27\ o) BT\ 0 -1

gj €j
Multiplication < Produit
de matrices géometrique

0109 — 0901 = 2103 <> €169 — €961 :2163



Matrices de Pauli

Vecteur de matrices: o = (01, 09, 03)
Produit avec un vecteur u = ae; + bes + ces

o.u = aoy + boy + cos

ldentité :

(o.u)(ow) = (uwv)l +io.(u X v)

uv = u.v+u/Nv

Invention d'une algebre spécialisée généralisée par I'algebre geéométrique



Equations de Maxwell

v.E=2
€0
oF
VXD = NO(J‘FEOE)
0B
E—=__—
V X p
James Clerk Maxwell
V.B =
On pose
10 .
VGA——ngV J=cp—J F=FE+1icB
C




Equations de Maxwell

10 .
Vea=—-——+V J=cp—J F=F +11cB
c Ot .
- L'unique équation : VF =—1IJ
€nC
10 . ep—J
- (Ea + V)(E +icB) = e
10F 0B cp—J
T VE—FZE—FZCVB— o
10F 0B p—J

_ ———|—VE+V/\E+Z—+ZCVB+ZCV/\B—

Scalalre

Scalalre Vecteur
1 0F Vecteur Bivecteur () J
ﬁmlwﬂ—w . .
c O cocl |eoc
s



Equations de Maxwell

. vE="
€0
10F . J orE
- EE—I_ZCV/\B_—C_GO ‘NOGOE—F/LV/\B:_I’LOJ
0B 0B
+Z(‘9t ~ZVXE+Z(% 0
- 1cV.B=0 ) V.B =0

10F B
|~8—+2’CV/\B+V/\E+’£6—‘+Z'CV.B:—
c Ot ot cocl |eoc

Scalaire Vecteur Bivecteur Scalaire Vecteur




Equations de Maxwell

. vE="L
€0
10FE . J oF
- EE‘I_ZCV/\B——C—GO ‘I[LOEOE—VXB:—
0B
S VAE+iZ2 —0 — 98
ot ot
- 1cV.B =0 m) \/. B =

10F B
|~8—+2’CV/\B+V/\E+’£6—‘+Z'CV.B:—
c Ot ot cocl |eoc

Scalaire Vecteur Bivecteur Scalaire Vecteur




Equations de Maxwell

. vE="L
€0
10E J O
- EWJ”CVAB__C_@ _’VXB=M0(J+€0§)
0B
- VAE+i— =0 —DVxE:—ﬁ—B
ot ot
- icV.B=0 m— V.B =

10F B
|~8—+2’CV/\B+V/\E+’£6—‘+Z'CV.B:—
c Ot ot cocl |eoc

Scalaire Vecteur Bivecteur Scalaire Vecteur




Les differents modeles d'algebre geometrique

- Vector Space Algebra G(n,0,0)
- Space Time Algebra G(1,3,0)
- Projective Algebra G(n,0,1)
- Conformal Algebra G(n+1,1,0)

Signatures différentes: G(p,q,r)



Algebre Geometrique Projective

- Représenter des points, des droites, des plans ...
- Correspondance:
- axr+by+c=0 < ae; + bey + ceg

- Espace 2D :
- 1 scalaire: a
- 3vecteurs: €1,€9,€)

4

-35

- 3 bivecteurs: €1€9,€9€0, €0E1
- 1 trivecteur: €p€1€9

2 2 o




Construction d'une métrique

- Soit deux droites qui s'intersectent en un angle a
- Translater une droite ne change par son angle avec l'autre

- uww=u.v=cos(a) (on prend u et v unitaire sans perte de généralité)

- (&161 + b1€2 -+ 016()).(&261 + b2€2 + Cz@o) = aj1a9€1.61 + b1b2€2.€2 “+ ci1c9€ep.€9
- = a1a9€1.61 + blbgeg.eg + C1Co€p.€0 = Q1G9€71.€1 + b1b2€2.€2 + 036260.60
- = C10260.€9 = Ccaeg.eq
- = (g —))eaeg.eg =0

- ieozzo



Produit extérieur de deux'droites

- Que représente le produit extérieur ?
- UNU



Produit ex’térieur \\\ |

B




Produit exterieur de deux'droites

- Que représente le produit extérieur ?
- UNV

u N\ v

- Le point d’intersection des deux droites

- Développer les calculs revient bien a un calcul d'intersection
- Donc les bivecteurs représentent les points




horizon point at infinity

Définition du point

7 7 7 St ot S Wl P VA VAV,
- (z,y) ¢ erea + zeaeg + yepeq L ZZ L LD LA

Les droites paralleles se “croisent” a l'infini

- Normalisation : . y
- Q€169 + Teg€ey + Yepe1 = €162 + —€2€0 + —€p€q
a a

- Quand a vaut 0 => représente un point a l'infini

- Exemple:

- (u) A(u+ aey) =uANu+au ey = alae; + bes + ceg) A eg
- alael Aeg+ bes A eg + ceg A eg) = albesey — aegey)



Espace projectif

- Point représenté par 3 coordonnées a 1

\ X
facteur pres: (z,y,w) = (—, g) )
- On peut le représenter sur la sphere unité
- Une droite se représente par un plan Sphere unite [5]
passant par l'origine
- Ce qui correspond a un grand cercle e \p
v ; \ q
. . . . 1 oo
- Le plan projectif est la projection de point g
. N \ e
la sphere versle plan w =1 ideal point - ideal line
X
o

Plan projectif [5]




Produit regressif

- u Voo =x%x(xuA *v)

- Représente le sous espace commun

- Le produit régressif de deux points donne la droite les traversant

AVE



Produit scalaire

- Produit scalaire entre un vecteur et un bivecteur :
- u|B = *(u A *B)

- En PGA, produit scalaire point/droite => droite
perpendiculaire passant par le point

u’ P
u. P



Rotation

- Réflection:
VUV

- Double réflexion => rotation :
- wouwvw = RTuR

- Fonctionne avec les droites et les points
- Deux droites paralléles => translation



Eten 3D ?

- Espace3D:

- 1 scalaire: 1

- 4 vecteurs: €1, €2, €3, € Plans

- 6 bivecteurs: €0€1, €p€a, En€3, €1€2, €1€3, €2€3 Droites
- 4 trivecteurs: €p€1€2, €g€1€E3, En€a2€3, €1€E2€3 Points

- 1 quadrivecteur: €p€1€2€3

2 _ 2 _ 2 2 _
- ef=e=e3= 1 ;=0



Intersection :
ANDB

Join:
AV B

Projection (A sur B) :
(A.B)B

Transformations rigides :

R'AR

Meet of (i, a), (b,b), and (¢, ¢):

Meet of (@,a) and (b,b): (a
Meet of (@,a) and (b : bo):

Join of d, 17 and :
Join of @ and b: (b—a: a x f))
Join of @ and (by : ba): ((@ X by — ba), @ - by)
b+a- b
— - b
|b[?

Project (d,a) onto b: (—da,d - b)

Project @ onto (/»‘. b): a

B (G BNAT bbb
Project d onto (by : by): w
Project (d; : d») onto b: (/7 X @y : @)
Project (@, : d@») onto (b,b): (b(b x @) — (@2 - b)b: b x (b x dy))
Project (a,a) onto (Z;l : lf._)): ((@ x b‘l) X by, - (I;'] X /f._)))

Toutes formules d'intersections, join et
projection [6]



Conclusion

- Représentation uniforme des objets a toutes les dimensions
- "Parallel-safe” : pas besoin de gérer les cas de parallélisme pour aucune des
opérations
- traitements unifiés des points finis et infinis

- Expressions pour les opérations simples, compactes et uniformes pour les objets
de toutes dimensions

- Performances:
- Produit de matrice 4x4 : 64 multiplications, 48 additions, 16 floats
- Produit par un rotor : 48 multiplications, 40 additions, 8 floats

- Immédiatement généralisable aux dimension supérieures

- “Aunified language for Mathematics and Physics” - David Hestenes
- Permet de faire des connections entre différentes notions (complexes,
guaternions, matrices de Pauli, ...)

- Calcul différentiel et intéﬁrale utilisant I’alﬁébre géométriﬂue
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